
R�esum�e

Nous pr�esentons dans cet article un syst�eme de relaxation de contraintes sur les csp sur-con-

traints. Ce syst�eme utilise un m�ecanisme de maintien de d�eductions bas�e sur un enregistrement

de justi�cations pour chaque action (retrait de valeur, retrait de contrainte, identi�cation de
contradiction). Notre syst�eme de relaxation de contraintes peut alors non seulement �eviter de

recommencer la recherche �a z�ero apr�es chaque modi�cation du syst�eme de contraintes mais

aussi identi�er de mani�ere pr�ecise un ensemble de contraintes �a relaxer.

1 Introduction

Comme le remarquent G. Verfaillie et T. Schiex [1995], de nombreux probl�emes de RO ou
d'IA s'expriment naturellement sous forme de probl�emes de satisfaction de contraintes (csp). Mais,
nombre de ces probl�emes sont en r�ealit�e dynamiques en ce sens que l'ensemble des variables et des
contraintes �a consid�erer �evolue du fait d'agents ext�erieurs.

Le formalisme des csp dynamiques permet de tenir compte de telles situations. Un csp dyna-
mique est constitu�e d'une s�equence de csp d�eduits l'un de l'autre par l'ajout ou le retrait d'une
contrainte. Notons que l'on sait �a chaque �etape quelle contrainte ajouter ou supprimer (il s'agit
d'un facteur exog�ene).

Mais, de nombreux probl�emes r�eels sont souvent sur-contraints 1 (emplois du temps, plani�ca-
tion, ...). Il faut donc retirer une (ou plusieurs) contrainte(s) a�n de permettre l'obtention d'une
solution. En g�en�eral, l'utilisateur n'a pas, a priori, de connaissances particuli�eres pour d�eterminer
judicieusement les contraintes �a relaxer.

Dans cet article, nous proposons un syst�eme de relaxation de contraintes sur les csp qui permet :

� de d�eterminer la (ou les) contrainte(s) �a supprimer en cas d'�echec,

� d'e�ectuer e�cacement les ajouts/suppressions a�n d'�eviter des traitements inutiles lors de
chaque �evolution du syst�eme. Il s'agit d'une certaine forme de r�eactivit�e.

Notre syst�eme repose sur un m�ecanisme de maintien de d�eductions qui permet �a la fois d'identi-
�er les contraintes �a relaxer et d'�eviter d'explorer certaines parties de l'arbre de recherche devenues
inutiles.

1: Le syst�eme de contraintes associ�e ne poss�ede pas de solution.



La r�esolution d'un csp passe par une phase d'�enum�eration (recherche de solution). Cette phase
est g�en�eralement vue comme disjointe du csp �a proprement parler. Nous consid�erons (section 2)
l'�enum�eration comme un processus ((dynamique )) d'ajouts/retraits de contraintes d'�egalit�e. Cette
approche permet de traiter de mani�ere uniforme les contraintes initiales (csp) et l'�enum�eration.

Dans la section 3, nous passons tout d'abord en revue diverses approches de la relaxation de
contraintes sur les csp puis nous pr�esentons notre proposition.

Nous d�ecrivons ensuite section 4 notre syst�eme de maintien de d�eductions et montrons son
utilisation dans le cadre de la relaxation de contraintes sur les csp.

Dans la section 5, nous comparons notre syst�eme avec les approches utilisant un syst�eme de
maintien de d�eductions.

2 Contraintes explicites et contraintes implicites

Apr�es quelques rappels sur les csp statiques et dynamiques, nous comment l'�enum�eration peut
être vue en terme d'ajout/suppression de contraintes.

2.1 Rappels sur les CSP

D�e�nition 1 (CSP)

Un csp est d�e�ni par un triplet (V;D; C) o�u :

� V = fv1; : : : ; vng est un ensemble de n variables,

� D = fd 1
; : : : ; d

n
g est un ensemble de n domaines (ensembles de valeurs possibles) associ�es

aux n variables.

� C = fc1; : : : ; cmg est un ensemble de m contraintes.
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�
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On note vars(c) les variables de la contrainte c. On note const(v) les contraintes portant sur
la variable v.

Proposition 1 (Simpli�cation)

Pour simpli�er le discours, on suppose que pour tout ensemble V de variables (V � V) il existe au

plus une contrainte c telle que vars(c) = V .

De plus, nous supposerons, sans perte de g�en�eralit�e, qu'aucune contrainte ne porte sur plus de

deux variables.

Une contrainte unaire c avec vars(c) = fxg, est not�ee cx. Une contrainte binaire c avec
vars(c) = fx; yg, est not�ee cxy. Lorsqu'aucune confusion n'est possible, cvi est not�ee ci et cvivj ,
cij .

D�e�nition 2 (Application d'une contrainte)

La fonction bool�eenne cx(`) est vraie si hx `i permet de satisfaire la contrainte unaire cx.

De même, la fonction bool�eenne cxy(k; `) est vraie si le couple (hx  ki; hy  `i) permet de

satisfaire la contrainte binaire cxy.

D�e�nition 3 (Solution d'un CSP)

Une solution S d'un csp est un ensemble d'a�ectations tel que :

� 8vi 2 V; 9! d
i

k
2 d

i
; hvi  d

i

k
i 2 S. On note valS(vi) la valeur de vi dans la solution S.

� 8vi 2 V; 8ci 2 const(vi); ci(valS(vi))

� 8vi 2 V; 8cij 2 const(vi); cij(valS(vi); valS (vj))



2.2 CSP dynamiques

A�n de repr�esenter des probl�emes exigeant un environnement �evolutif, le formalisme des csp a
�et�e �etendu aux csp dynamiques (dcsp).

D�e�nition 4

Un dcsp P est une s�equence P1; P2; : : : ; Pn de csp (V1;D1; C1); : : : ; (Vn;Dn; Cn) o�u :

8i; Ci = Ci�1 � c

Nous supposerons que les contraintes sont introduites une �a une dans le syst�eme de contraintes,
comme c'est le cas pour la plc (Programmation Logique avec Contraintes).

Proposition 2 (D�emarche de r�esolution)

La r�esolution d'un csp (V;D; C) se ram�ene �a la :

� maintenance d'une certaine propri�et�e (arc consistance par ex.) dans le dcsp (V1;D1; C1), : : :,
(Vm;Dm; Cm) o�u Ci = Ci�1 + ci pour i 2 [1;m].

� r�esolution du csp (Vm;Dm; Cm)

On a Vm = V;Dm = D et Cm = C.

2.3 L'�enum�eration en tant que CSP dynamique

Pour tout csp, nous consid�erons deux types de contraintes :

� les contraintes explicites (originales) du probl�eme,

� les contraintes implicites qui n'apparaissent que lors de l'�enum�eration. Il s'agit des contraintes
d'�egalit�e entre une variable et une valeur de son domaine.

Nous proposons de ne plus di��erencier ces deux types de contraintes, en pr�esentant une vision
de l'�enum�eration permettant de rendre explicites les contraintes implicites du csp.

L'�enum�eration consiste en fait �a ajouter et retirer des contraintes. Nous le montrons en utilisant
la proc�edure standard de backtrack chronologique 2 (cf. Fig. 1).

L'algorithme de la �gure 1 utilise :

� la proc�edure enum(V) qui �enum�ere un ensemble V de variables,

� la proc�edure enumVar(v,d,V) qui tente d'a�ecter une valeur �a la variable v de domaine d
compatible avec les contraintes du syst�eme, les variables de V restant �a �enum�erer,

� la proc�edure affect?(v,`,V) qui d�etermine si on peut a�ecter la valeur ` �a la variable v.

La ligne 2 de la proc�edure affect? qui correspond �a l'a�ectation de la valeur ` �a la variable
v �equivaut implicitement �a l'ajout de la contrainte c : (v = `). De même, les lignes 4 et 8 de la
même proc�edure qui correspondent �a la remise en cause de l'a�ectation courante de la variable v
�equivalent au retrait d'une contrainte c : (v = `) du syst�eme de contraintes.

En rempla�cant les lignes 2, 4 et 8 de la proc�edure affect? par les ajouts et les retraits de
contrainte implicite correspondants, on montre qu'�enum�erer sur un csp statique, c'est r�esoudre un
csp dynamique.

Cette approche de l'�enum�eration par identi�cation �a un csp dynamique permet ainsi de ne plus
dissocier l'�enum�eration de la mise en place des contraintes et surtout de traiter de la même mani�ere
contraintes explicites et implicites. Ce traitement identique va faciliter la gestion de la relaxation
de contraintes en permettant de ne pas traiter l'�enum�eration de mani�ere ind�ependante.

2: L'illustration de nos conceptions ne change pas fondamentalement pour des algorithmes de backtrack plus

�evolu�es.



proc�edure enum(V)

(1) d�ebut

(2) si V = ? alors

(3) retourner succ�es

(4) sinon

(5) choisir vi 2 V

(6) retourner enumVar(vi; d
i
;V)

(7) finsi

(8) fin

proc�edure enumVar(v;d;V)

(1) d�ebut

(2) si d = ? alors

(3) retourner �echec

(4) sinon

(5) choisir ` 2 d

(6) si affect?(v;`;V) alors

(7) retourner succ�es

(8) sinon

(9) retourner enumVar(v;d� f`g;V)

(10) finsi

(11) finsi

(12) fin

proc�edure affect?(v;`;V)

(1) d�ebut

(2) affecter ` �a v

(3) si 9c 2 const(v) insatisfaite alors

(4) annuler l'a�ectation de v

(5) renvoyer �echec

(6) sinon

(7) si enum(V � v) = �echec alors

(8) annuler l'a�ectation de v

(9) retourner �echec

(10) sinon

(11) retourner succ�es

(12) finsi

(13) finsi

(14) fin

Fig. 1 - Algorithme d'�enum�eration

3 Relaxation de Contraintes

Un syst�eme de relaxation de contraintes, permettant de r�esoudre les probl�emes sur-contraints
est un syst�eme permettant :

� de d�eterminer la (ou les) contrainte(s) �a supprimer pour obtenir une solution,

� une r�eactivit�e par rapport aux modi�cations du syst�eme de contraintes (ajouts/suppressions).

3.1 Un formalisme pour les syst�emes sur-contraints

L'utilisateur du syst�eme est capable de juger l'importance des contraintes qu'il manipule. Ce
jugement peut être quantitatif (il peut alors s'agir d'un poids) ou qualitatif. Pour prendre en
compte ces nouvelles informations, nous introduisons la notion de wcsp. Nous nous inspirons pour
cela des travaux de [Bel et al., 1992] et de [Borning et al., 1989]. Le concept de wcsp permet
�a l'utilisateur de �xer avant la r�esolution l'importance relative qu'il accorde �a la satisfaction de
chacune des contraintes du syst�eme.

D�e�nition 5 (Ensemble ordonn�e)

On appelle ensemble ordonn�e, tout ensemble E sur lequel il existe une relation d'ordre total not�ee

�E et pour lequel il existe un plus petit �el�ement not�e ?E et un plus grand �el�ement not�e >E.

D�e�nition 6 (WCSP)

Un wcsp est un quintuplet (V;D; C;W; �) o�u :

� (V;D; C) est un csp,

� W est un ensemble ordonn�e de jugements o�u ?W est not�e �� et o�u >W est not�e �!.

� � : C ! W est une fonction associant un jugement �a toute contrainte.



Une contrainte dans un wcsp peut être active (faire partie du syst�eme courant de contraintes)
ou inactive (avoir �et�e retir�ee du syst�eme courant de contraintes).

D�e�nition 7 (Pr�ef�erence entre contraintes)

�(ci) = j est not�e : ci@j. On dira qu'une contrainte ci@k est pr�ef�er�ee �a une contrainte cj@` (on

note ci � cj) si k �W `. Deux contraintes de même jugement ne sont pas comparables. On d�e�nit

donc un ordre partiel sur les contraintes.

Dans ce cadre, on se rend compte que les contraintes de jugement �� sont les contraintes les
plus importantes du syst�eme de contraintes. Il s'agit donc des contraintes requises du syst�eme de

contraintes.

D�e�nition 8 (Solution d'un WCSP)

Une solution d'un wcsp (V;D; C;W; �) est un doublet (S; C0) o�u :

� C
0 est un ensemble de contraintes tel que C0 � C et 8c 2 C0 : �(c) 6= ��. C

0 est l'ensemble des

contraintes viol�ees par l'ensemble S d'a�ectations. Ces contraintes sont inactives.

� S est une solution du csp (V;D; C n C0)

Lorsqu'on l'on cherche �a r�esoudre un csp (V;D; C) classique, on peut le transformer en wcsp

(V, D, C, W, �) pour lequel on va rechercher une solution (S; C0). Cette solution ne peut être
quelconque. On cherche donc une solution pour laquelle l'ensemble C0 v�eri�e une certaine propri�et�e.

3.2 Syst�emes existants { Approche PLC

La relaxation de contraintes a �et�e approch�ee de diff�erentes fa�cons :

3.2.1 Syst�emes complets de relaxation de contraintes

� Haselb�ock et al. [1993] proposent d'utiliser un algorithme de r�eparation en partant d'une
instance, proche du probl�eme en cours, d�ej�a r�esolue. Cette approche n�ecessite une solution
d�ej�a existante et de savoir quelles op�erations ex�ecuter (ajout, retrait de contraintes). On
retombe donc en partie sur le probl�eme des csp dynamiques.

� Un probl�eme de relaxation de contraintes peut être r�esolu par des recherches arborescentes o�u
les contraintes pouvant être relax�ees sont int�egr�ees �a la fonction objectif [Fages et al., 1994].
On utilise alors des techniques connues de Recherche Op�erationnelle. Une telle approche
repose sur une comparaison num�erique des contraintes ce qui limite l'approche car l'utilisateur
n'a aucun contrôle possible sur la r�esolution qui n'est guid�ee que par la fonction objectif.

� Fages et al. [1995] proposent un sch�ema r�eactif en plc(FD) permettant d'ajouter et de retirer
e�cacement des contraintes. Ce sch�ema est pr�esent�e en termes de transformations d'arbres
csld. L�a encore, les contraintes �a supprimer ou �a ajouter sont des facteurs exog�enes et ne

sont donc pas automatiquement d�etect�ees par le syst�eme.

� La relaxation de contraintes peut être vue comme le traitement d'une tour de contraintes
[Borning et al., 1989]. On peut citer le syst�eme hclp(R). Celui-ci suppose que le probl�eme
original n'a pas de solution. Ainsi, il essaie de trouver une solution respectant tout d'abord
l'int�egralit�e des contraintes les plus importantes, puis ra�ne la solution obtenue en int�egrant
les contraintes niveau d'importance par niveau d'importance jusqu'�a ce qu'un �echec se pro-
duise. Malheureusement, une telle approche n'est pas r�ealisable sur les Domaine Finis pour
lesquels les techniques de consistance sont locales (savoir si un syst�eme de contraintes est
satisfaisable est NP-complet).

Aucun de ces syst�emes n'est donc totalement adapt�e �a notre probl�ematique. N�eanmoins, citons
l'approche propos�ee par [Brewka et al., 1992] qui relie les techniques de relaxation de contraintes
aux techniques de raisonnement non monotone. Elle est int�eressante car elle propose une nouvelle
vision de la notion de contrainte.



3.2.2 Syst�eme d'identi�cation de contraintes �a relaxer

Le syst�eme ihcs [Menezes et al., 1993] propose une identi�cation de contraintes �a relaxer en
cas de contradiction �a l'aide d'un graphe de d�ependance entre contraintes d�e�ni par la relation de
d�ependance : une contrainte ca d�epend d'une contrainte cb si la contrainte cb modi�e le domaine

d'une variable apparaissant dans ca. Ce graphe permet d'identi�er un ensemble de contraintes qui
pourrait être responsable d'une contradiction. Cette condition ne permet pas d'assurer la pertinence
de l'ensemble de contraintes d�etermin�ees. En e�et, cet ensemble contient assur�ement un ensemble
contradictoire de contraintes mais n'en est pas un lui-même. Ceci est principalement dû au fait
que le syst�eme ihcs perd des informations en ne travaillant qu'au niveau des contraintes et non
pas au niveau plus �n des valeurs des variables.

3.3 Syst�emes existants { Approche CSP

Il existe di��erentes m�ethodes de recherche de solution dans les csp bas�ees sur des syst�emes
de maintien de d�eductions (nogood recording , dynamic backtracking). Ces techniques de backtrack
non chronologique (nogood recording , dynamic backtracking) et/ou non destructif (dynamic back-
tracking) peuvent être vues comme des syst�emes de relaxation de contraintes sur les contraintes
implicites du probl�eme.

En e�et, ces m�ethodes de backtrack intelligent cherchent �a d�eterminer un point de backtrack
(a�ectation �a remettre en cause) pertinent lors d'une recherche de solution. Cela revient en fait
�a identi�er un certain nombre de contraintes �a relaxer (remise en cause d'une a�ectation) lorsque
le syst�eme courant de contraintes (y compris les a�ectations d�ej�a r�ealis�ees) devient contradictoire.
D'autre part, ces approches cherchent �a r�eutiliser au mieux les informations collect�ees avant le
backtrack pour faciliter l'exploration apr�es celui-ci. Il s'agit alors v�eritablement d'un syst�eme de
relaxation de contraintes sur les contraintes implicites du probl�eme.

3.4 Notre proposition

Nous proposons un syst�eme de relaxation capable d'indenti�er un ensemble de contraintes
�a relaxer en cas de contradiction dans le syst�eme de contraintes. Ce syst�eme permet �egalement
d'e�ectuer e�cacement les ajouts/suppressions de contraintes en �evitant les traitements inutiles.

Pour cela, nous utilisons un syst�eme de maintien de d�eductions. Ce syst�eme de maintien de
d�eductions, pr�esent�e dans la section suivante, permet de traiter toutes les contraintes, aussi bien
explicites qu'implicites et ce, de mani�ere totalement uniforme.

4 Maintien de d�eductions

Nous proposons dans cette partie, un syst�eme de gestion de justi�cations permettant une main-
tenance de d�eductions en vue de r�ealiser un syst�eme de relaxation de contraintes correspondant
aux objectifs d�e�nis en introduction.

4.1 D�eductions : Concepts de base

4.1.1 Justi�cations et D�eductions

Lorsqu'on �etudie les algorithmes de maintien d'arc-consistance dans les syst�emes dynamiques
(dnac4 [Bessi�ere, 1991], dnac6 [Debruyne, 1995], ...) et les algorithmes de recherche de solution
(nogood recording [Schiex et Verfaillie, 1994], dynamic backtracking [Ginsberg, 1993]) on constate
qu'il est fondamental d'être capable de maintenir un certain nombre d'informations permettant

d'enregistrer et de justi�er les d�ecisions prise en cours de r�esolution.
Il existe plusieurs types de d�ecisions (ou d�eductions)

� le retrait d'une valeur dans le domaine d'une variable,



� le retrait d'une contrainte du syst�eme de contraintes courant,

� l'identi�cation d'une branche de l'arborescence de recherche conduisant �a une contradiction.

Comme il s'agit de d�eductions, il en existe une preuve que nous appelons justi�cation. Les justi-
�cations sont un �el�ement essentiel de la plupart des algorithmes de maintien d'arc consistance. Pour
un algorithme de recherche, il est important, aussi, de conserver les justi�cations des d�eductions.

4.1.2 Sp�eci�cations formelles

Au cours de la r�esolution d'un csp (V;D; C), on construit un ensemble � de d�eductions.

D�e�nition 9 (Justi�cation)

On appelle justi�cation d'une d�eduction � 2 � tout doublet (C;D) fourni comme preuve pour la

d�eduction. C est un ensemble de contraintes (C � C) et D, un ensemble de d�eductions (D � �).

On note J� l'ensemble des justi�cations fournies pour la d�eduction �.

D�e�nition 10 (Environnement)

On peut d�eterminer, �a partir d'une d�eduction �, un ensemble de contraintes dont la conjonction

conduit �a la preuve de la d�eduction. Cet ensemble de contraintes est appel�e environnement de

la d�eduction et est not�e C(�). Il est construit �a partir d'une justi�cation (C;D) choisie dans J� :

C(�) = C [

[
�i2D

C(�i)

Il existe donc plusieurs environnements.

D�e�nition 11 (�Etiquette)
�A une d�eduction � est associ�e l'ensemble E� des environnements de �. E� est appel�e l'�etiquette

de la d�eduction �.

4.1.3 Utilisation d'une �etiquette

On associe une �etiquette �a toute d�eduction r�ealis�ee en cours de r�esolution. On appelle nogood
un �el�ement de l'�etiquette d'une contradiction. Un nogood correspond donc �a un ensemble de
contraintes dont l'action conjointe provoque une contradiction.

Nous avons vu pr�ec�edemment que la r�esolution d'un csp se ramenait �a la r�esolution d'un dcsp.
Le syst�eme des contraintes actives �evolue donc continuellement au cours de la r�esolution.

A�n d'�eviter d'emprunter continuellement les mêmes branches de l'arborescence de recherche,
les �etiquettes permettent de savoir quelles d�eductions (en particulier les contradictions) sont im-
pliqu�ees par le syst�eme courant de contraintes actives.

Lors d'une relaxation ces �etiquettes permettent de ne pas avoir �a recommencer la recherche
�a z�ero, puisqu'elles permettent d'identi�er les d�eductions toujours valides malgr�e l'�evolution du
syst�eme de contraintes.

D�e�nition 12 (Environnements impliqu�es)

Supposons une d�eduction � d'�etiquette E�. Soit Jk et J` deux �el�ements de E�. On peut a�rmer

que si Jk � J` alors J` peut être retir�e de E� sans perte d'information.

En e�et, si Jk su�t �a prouver � alors les contraintes suppl�ementaires (i.e. J` n Jk) n'apportent

aucune information suppl�ementaire sur la preuve de la d�eduction.

On dit alors que J` est impliqu�e par Jk.



4.1.4 Logique bool�eenne des �etiquettes

La r�esolution d'un csp ou d'un dcsp am�ene de nombreux changements dans le syst�eme de
contraintes courant. Une contrainte retir�ee �a un instant donn�e peut être r�eintroduite �a une �etape
ult�erieure 3.

Les justi�cations doivent donc être conserv�ees tout au long de la r�esolution. Il faut être capable
d'identi�er une justi�cation valide �a un instant donn�e.

D�e�nition 13 (Validit�e { Ensembles)

Un environnement est dit valide s'il ne contient pas de contraintes non actives au moment o�u la

validit�e est demand�ee.

Une �etiquette est dite valide si elle contient au moins un environnement lui-même valide.

D�e�nition 14 (Validit�e { Bool�eens)

On associe �a toute contrainte c intervenant dans la r�esolution une valeur bool�eenne de même nom

qui est vraie lorsque la contrainte est active.

On associe �a tout environnement e = fc1; : : : ; cng une variable bool�eenne de même nom exprimant

la validit�e de celui-ci et ayant pour valeur, la valeur bool�eenne de l'expression : c1 ^ : : :^ cn.

On associe �a toute �etiquette E = fe1; : : : ; eng une variable bool�eenne de même nom exprimant la

validit�e de celle-ci et ayant pour valeur la valeur bool�eenne de l'expression : e1 _ : : :_ en.

4.2 Maintien de d�eductions et Relaxation de Contraintes

Un syst�eme de gestion de justi�cations est tr�es utile pour un syst�eme de relaxation de con-
traintes (r�esolution de wcsp). En e�et, il permet de g�erer non seulement le maintien dynamique
des d�eductions r�ealis�ees mais il permet aussi de fournir des informations facilitant l'identi�cation
de contraintes �a relaxer (utilisation active des nogoods).

4.2.1 Utilisation active des nogoods

La proposition suivante fournit une des bases de notre syst�eme de relaxation de contraintes.

Proposition 3 (Contradiction)

Pour supprimer une contradiction, il faut invalider tous les nogoods la justi�ant (contenu de l'�eti-

quette).

Il ne s'agit pas l�a d'une condition su�sante puisque l'information contenue dans les �etiquettes
n'est que partielle. En e�et, d'une part, tous les nogoods n'ont pas �et�e extraits lors de la recherche
et, d'autre part, l'arbre de recherche n'a pas encore �et�e totalement explor�e. Par contre, la condi-
tion pr�ec�edente est bien n�ecessaire puisque la validit�e d'un des nogoods implique �a coup sûr une
contradiction.

Notons que cette proposition est utilis�ee aussi pour montrer rapidement qu'un csp classique ne

poss�ede pas de solution. En e�et, il su�t qu'un nogood ne contienne pas de contrainte implicite
pour a�rmer que le probl�eme est sur-contraint. En e�et, pour �eviter une contradiction, il faut
relaxer une contrainte originale du probl�eme.

Proposition 4 (Invalidation de nogoods)

Jussien et Boizumault [1995] identi�ent deux fa�cons di��erentes de voir l'invalidation d'un ensemble

de nogoods :

1. S�election d'un ensemble de contraintes �a retirer du syst�eme courant de contraintes a�n de

rendre invalide chacun des nogoods. Il s'agit d'une vision ((th�eorie des graphes )) du probl�eme.

En e�et, on retrouve un probl�eme classique de recouvrement dans un hypergraphe dont les

sommets sont les nogoods et dont les hyperarêtes sont les contraintes [Minoux, 1983].

3: Ceci est particuli�erement 
agrant pour les contraintes implicites d'a�ectation.



2. Choix de variables bool�eennes �a rendre fausses pour rendre la formule bool�eenne exprimant

la validation de l'�etiquette de la contradiction fausse. Il s'agit l�a d'une vision ((logique )) des

choses. On retrouve ici un probl�eme de satisfaction de formule bool�eenne.

Il reste bien sûr �a d�e�nir un certain crit�ere pour d�eterminer ces ensembles de contraintes. Il s'agit

en fait de la propri�et�e v�eri��ee par l'ensemble de contraintes inactives de la solution du wcsp (cf.

section 3.1).

4.2.2 Fonctionnalit�es

Notre syst�eme de gestion de justi�cations pour la relaxation de contraintes int�egre les fonctions
suivantes :

� ajouteJustification(�,C,D) qui ajoute la justi�cation (C;D) pour la d�eduction �. La
d�eduction � �etant une information du type :

{ retrait(vi,d
i

`
) dans le cas du retrait d'une valeur dans le domaine d'une variable.

{ retrait(c) dans le cas du retrait d'une contrainte.

{ contradiction dans le cas de la justi�cation d'une contradiction.

� �etiquette(�) qui renvoie l'�etiquette du n�ud �,

� estValide(�) qui renvoie vrai si la d�eduction � est valide et faux sinon.

� d�eductions(c) qui renvoie les d�eductions dont la validit�e d�epend de l'activation de la con-
trainte c. Il s'agit de l'ensemble �(c) d�e�ni ainsi :

�(c) =

8<
:�i j c 2

\
ej2E�i

ej

9=
;

� d�ependance(�) qui renvoie les d�eductions dont la validit�e d'une justi�cation d�epend de la
validit�e de �. Il s'agit de l'ensemble �(�) d�e�ni ainsi :

�(�) = f�i j 9(C;D) 2 J� ; � 2 Dg

4.2.3 R�esolution d'un WCSP

Nous pr�esentons ici une d�emarche de r�esolution pour les wcsp.

Proposition 5 (Justi�er un retrait de valeur)

Prenons comme exemple ac4. Cet algorithme peut être facilement adapt�e pour les enregistrements

demand�es par notre syst�eme. L'algorithme ac4 est scind�e en deux phases : une premi�ere phase

d'initialisation (calcul des compteurs et listes support) et une deuxi�eme phase de propagation

(propagation r�ecursive des retraits de valeurs { on part des retraits e�ectu�es lors de la premi�ere

phase).

Pendant la premi�ere phase, ac4 retire des valeurs (soit a une telle valeur retir�ee du domaine de la

variable i) par application directe d'une contrainte (soit c une telle contrainte). On ajoute alors,

dans l'algorithme ac4, apr�es le retrait de valeur, la ligne : ajouteJustification(�(i6=a), fcg,

f g) 4.
Par contre, dans la deuxi�eme phase, ac4 retire des valeurs des domaines (soit b de j une telle

valeur) pendant la phase de propagation du retrait d'une autre valeur (par exemple, a de i). On

ajoute alors la ligne : ajouteJustification(�(j 6=b), fcg, f�(i 6=a)g).

On peut mettre ici en �evidence la di��erence fondamentale entre notre approche et l'approche

retenue dans dnac4. En e�et, dnac4 n'utilise que la partie C de la justi�cation et ne tient pas

compte de la partie D. De plus, C est alors un singleton et il ne peut y avoir qu'une justi�cation

pour une d�eduction (retrait de valeur).

4: �(i6=a) est la d�eduction: retrait de la valeur a du domaine de i



Proposition 6 (Justi�er une contradiction)

Une contradiction (un �echec) intervient lorsque le domaine d'une variable v devient vide. On note

�` la d�eduction associ�ee au retrait de la `
�eme valeur du domaine de v. On suppose que ce domaine

contient k valeurs �a l'origine. La justi�cation de la contradiction est alors : (f g; f�` j ` 2 [1; k]g)

Proposition 7 (Retirer une contrainte)

Pour retirer une contrainte c, il faut d�eterminer quelles sont les d�eductions dont la validit�e d�epend

de c, ce que fournit la fonction d�eductions. Supposons que d�eductions(c)=D. Pour tout � 2 D

correspondant �a un retrait de valeur, il faut r�eintroduire cette valeur 5.

On peut trouver une autre justi�cation pour � au cours de ce processus. Il faut alors propager

cette information �a toutes les �etiquettes des �el�ements de d�ependance(�).

Proposition 8 (Justi�er un retrait)

Lorsqu'une contrainte c est retir�ee apr�es identi�cation (on utilise la proposition 4) suite �a une

contradiction de d�eduction associ�ee � il faut fournir une justi�cation pour ce retrait.

La contrainte c permet d'invalider un ou plusieurs nogoods. Appelons N l'ensemble des nogoods

invalid�es par le retrait de c. Il existe alors plusieurs justi�cations pour le retrait de c : (n n fcg; f g)
une pour tout �el�ement n 2 N .

Proposition 9 (Gestion des contradictions)

Lorsqu'une contradiction est identi��ee :

� une nouvelle d�eduction � est d�e�nie et sa justi�cation est fournie au syst�eme de gestion des

justi�cations �a l'aide de la fonction ajouteJustification. (Proposition 6)

� L'�etiquette E� est demand�ee grâce �a la fonction �etiquette et celle - ci est utilis�ee pour

d�eterminer un ensemble C� de contraintes �a relaxer. (Proposition 4)

� Les contraintes de C� sont retir�ees du syst�eme courant de contraintes. Pour chaque retrait,

un ensemble de justi�cations est propos�e. (Proposition 8)

� Si au cours du retrait des contraintes, une nouvelle contradiction apparâ�t, elle est trait�ee

de la même mani�ere. Ainsi, dans le pire des cas on sera amen�e au retrait de l'int�egralit�e des

contraintes du syst�eme (ce qui garantit l'arrêt d'une telle m�ethode).

Proposition 10 (R�esolution de WCSP)

La r�esolution d'un wcsp (V, D, C, W, �) se ram�ene �a (modi�cation de la proposition 2) :

� maintenance d'une certaine propri�et�e avec enregistrement des justi�cations des retraits de
variables dans le dwcsp (V1, D1, C1, W, �), : : :, (Vm, Dm, Cm, W, �) o�u Ci = Ci�1 + ci. Si

une contradiction apparâ�t �a l'�etape k, elle est trait�ee comme nous l'avons vu pr�ec�edemment

et on reprend la r�esolution �a l'�etape k + 1.

� r�esolution duwcsp (Vm,Dm, Cm,W, �) par une m�ethode d'�enum�eration. Nous ne d�etaillerons

pas celle-ci car nous proposons dans la suite une alternative �a cette approche.

On a Vm = V;Dm = D; Cm = C et Wm =W.

4.3 Impl�ementation

Une premi�ere impl�ementation a �et�e r�ealis�ee en particularisant les concepts atms [Jussien et
Boizumault, 1995].

Nous avons choisi d'impl�ementer un syst�eme param�etrable. En e�et, nous pouvons identi�er
divers param�etres qui in
uent sur la qualit�e des r�esultats obtenus.

5:Des valeurs peuvent être r�eintroduites �a tort au cours de ce processus, il faut donc v�eri�er chaque retrait (cf.

dnac�)



4.3.1 Param�etres G�en�eraux

� Algorithme de �ltrage utilis�e. Plus l'algorithme utilis�e est �evolu�e, plus les justi�cations des
d�eductions vont être pertinentes et int�eressantes. En e�et, les algorithmes �evolu�es travaillent
plus vite et exploitent donc au mieux les informations fournies par le probl�eme trait�e.

� Propri�et�e v�eri��ee par la solution (S; C0) du WCSP. Comme nous l'avons signal�e dans
la section 3.1, l'ensemble C0 doit v�eri�er une certaine propri�et�e. Nous avons choisi : C0 est tel
que la contrainte la plus importante de C0 est la moins importante possible 6. Ce crit�ere est
int�eressant car il se prête ais�ement �a une satisfaction incr�ementale (lorsqu'on on identi�e une
contradiction, on n'est pas oblig�e de remettre en cause des relaxations faites pr�ec�edemment).
Un crit�ere optimisant par exemple la somme des poids des contraintes relax�ees recquiert
non seulement la r�esolution d'un probl�eme NP-complet �a chaque fois (recouvrement de poids
minimal dans un hypergraphe) mais n�ecessite de remettre en cause des relaxations e�ectu�ees
pr�ec�edemment.

4.3.2 Param�etrer le fonctionnement

� Degr�e de pr�ecision des justi�cations. Pour un même algorithme de �ltrage, les justi�-
cations fournies peuvent être plus ou moins pr�ecises. On in
ue ici sur l'utilisation ou non des
deuxi�eme et troisi�eme param�etres de ajouteJustification(�, C, D).

� La compl�etude du calcul des �etiquettes et des autres informations est un param�etre im-
portant. En e�et, doit-on recalculer une �etiquette pour un n�ud lors de l'appel de la fonction
�etiquette, ou doit-on maintenir les �etiquettes en permanence en les faisant �evoluer au fur
et �a mesure que de nouvelles informations arrivent 7?

� Suppression d'informations invalides. On sait bien qu'une information invalide a ins-
tant donn�e peut redevenir valide dans la suite de la r�esolution. C'est pourquoi toutes les
informations sont conserv�ees dans notre syst�eme. Mais, en pratique, on peut pr�ef�erer sup-
primer de telles informations pour �economiser du temps et de l'espace même si cela peut se
r�ev�eler dommageable.

4.4 Alternative pour l'�enum�eration

Nous avons montr�e (cf. section 2.3) comment l'�enum�eration pouvait se ramener �a la r�esolution
d'un dcsp. En pratique, la recherche de solution se fait par �enum�eration et reste totalement s�epar�ee
de la phase de mise en place des contraintes. Nous proposons donc de transformer cette phase en
une mise en place dynamique de contraintes. Cette transformation nous permet d'ailleurs d'uni�er
le comportement de notre syst�eme de maintien de d�eduction face �a la r�esolution d'un csp. En
e�et, on manipule alors uniquement des contraintes et non pas des contraintes (explicites) et des
a�ectations (contraintes implicites).

4.4.1 �Enum�eration et disjonction

La phase d'�enum�eration associ�ee �a toute recherche de solution dans un csp correspond en fait
�a la mise en place d'un certain nombre de contraintes disjonctives.

En e�et, dire qu'une variable vi a pour domaine d i =
�
d
i

1; : : : ; d
i

k

	
correspond en fait �a la mise

en place de la contrainte disjonctive :

(vi = d

i

1) _ : : :_ (vi = d

i

k
)

6: C'est le crit�ere du syst�eme hclp [Borning et al., 1989].

7:On peut encore se demander s'il faut les faire �evoluer en fonction de nouvelles informations. La r�eponse d�epend

de l'int�erêt d'une information compl�ete par rapport �a une information partielle suivant l'objectif que l'on se �xe. En

e�et, d�es lors que la condition d'invalidation de nogoods (proposition 3) n'est pas su�sante, on peut se contenter

d'une information parcellaire puisqu'elle est valide.



Il ne s'agit pas l�a d'une contrainte disjonctive classique puisqu'un et un seul des membres de
la disjonction ne peut être vrai �a la fois. Plus pr�ecis�ement, une telle sp�eci�cation de domaine
correspond donc �a la mise en place de la contrainte oneof(f(vi = d

i

1); : : : ; (vi = d
i

k
)g)

4.4.2 oneof et Relaxation de contraintes

Nous proposons le traitement suivant de la contrainte oneof :
Supposons l'appel �a : oneof(fc1; : : : ; c`g).

� Introduire la contrainte (ci)@�!, une contrainte choisie dans fc1; : : : ; c`g.

� En cas de relaxation de ci au cours de la r�esolution, d�eterminer l'ensemble Cv des con-
traintes de fc1; : : : ; c`g dont la d�eduction associ�ee �a un retrait (si elle existe) ne poss�ede
pas d'�etiquettes valides 8. Il s'agit des contraintes dont l'ajout n'est pas sens�e provoquer une
contradiction.

� Si Cv 6= ? alors choisir ck 2 Cv pour introduction (on introduit alors (ck)@�!)

� Si Cv est vide. Il y a contradiction puisqu'une au moins des contraintes de fc1; : : : ; c`g doit
être active. La justi�cation de la contradiction est alors : (oneof; f�1; : : : ; �`g) o�u �i correspond
�a la d�eduction : ((je dois relaxer 9 ci )). Apr�es traitement de la contradiction, on r�eit�ere.

4.4.3 Avantages de l'approche

Cette approche utilise les propri�et�es d'un syst�eme de relaxation de contraintes. En e�et, un
mauvais choix dans l'alternative n'est pas trop p�enalisant car tout le travail ind�ependant de ce
choix est conserv�e en cas de remise en cause.

Un m�ecanisme de disjonction constructive peut être mis en place en introduisant une �a une
toutes les contraintes de l'alternative ce qui permet de conserver le travail ind�ependant de la
contrainte introduite par la suite.

La contrainte oneof permet de mod�eliser avantageusement l'�enum�eration sur une variable par
une disjonction. Les contraintes implicites du probl�eme sont ainsi totalement explicit�ees et il n'y a
plus lieu de faire la distinction entre les contraintes originales et les contraintes introduites lors de
l'�enum�eration.

5 Apports et Comparaisons

5.1 Apports

Nous avons pr�esent�e une nouvelle approche du formalisme csp dans laquelle toutes les con-
traintes sont explicites. Cette connaissance compl�ete des contraintes permet de ne plus distinguer
la recherche de solution de la mise en place des contraintes.

Notre syst�eme de maintien de d�eductions �etend l'enregistrement de justi�cations aux contra-
dictions et aux retraits de contraintes.

Ces deux composantes nous permettent �a la fois de d�eterminer pr�ecis�ement un ensemble de
contraintes �a supprimer (cf. section 4.2.1) et d'e�ectuer le retrait de ces contraintes. Nous pouvons
maintenant comparer notre approche avec les techniques de recherches de solution utilisant la
relaxation de contraintes sur les contraintes implicites.

8:Dans le cas d'une �enum�eration, on ne retiendra dans Cv que les contraintes dont la valeur associ�ee fait encore

partie du domaine

9:Dans le cas d'une �enum�eration la d�eduction est : soit je dois relaxer ci, soit j'ai retir�e la valeur correspondante

du domaine de la variable



5.2 Recherche de solution

Deux algorithmes e�caces de recherche de solution dans les dcsp (nogood recording et dynamic
backtracking) manipulent ce que Verfaillie et Schiex [1995] appellent des nogoods. Un nogood �etant
d�e�ni comme une a�ectation partielle (a�ectation d'un sous-ensemble des variables du probl�eme)
qui ne fait partie d'aucune solution du probl�eme.

Dans notre syst�eme, une a�ectation partielle correspond en fait �a un ensemble de contraintes
d'a�ectation. Un nogood (dans notre acception) correspond alors tout �a fait �a la d�e�nition de
[Verfaillie et Schiex, 1995] si les seules contraintes relaxables sont les contraintes d'a�ectation.
Pour cela, il su�t d'a�ecter le jugement �� aux contraintes originales du csp (elles ne peuvent
être inactiv�ees (cf. D�e�nition 8)).

Les nogoods permettent non seulement d'expliquer les causes d'�echec mais facilitent aussi le
traitement. En e�et, d�es qu'un nogood est valide, il n'est pas n�ecessaire de continuer la recherche
(elle conduit immanquablement vers un �echec).

Comme nous le signalions section 3.3, ces algorithmes �evolu�es de recherche de solution fonc-
tionnent en fait comme des syst�emes de relaxation sur les contraintes implicites.

5.2.1 Application �a dynamic backtracking

L'algorithme dynamic backtracking permet l'utilisation la plus �ne du travail pr�ec�edent dans le
cas d'une utilisation dans un cadre dynamique (cf. [Verfaillie et Schiex, 1995]). Nous allons donc
montrer comment son comportement peut être simul�e dans notre syst�eme.

L'algorithme dynamic backtracking utilise une eliminating explanation pour chaque valeur reti-
r�ee du domaine d'une variable. Cette eliminating explanation est d�e�nie comme �etant la premi�ere
contrainte mise en �echec du fait de l'a�ectation d'une valeur �a une variable, cela correspond donc
�a l'enregistrement ajouteJustification(�,fcg, f g) dans notre syst�eme.

Notons que dans la pr�esentation originale de cet algorithme [Ginsberg, 1993] l'eliminating ex-
planation propos�ee consistait en l'ensemble des variables affect�ees �a l'instant de l'a�ectation d'une
valeur �a une variable vi. Cela correspond donc �a ajouteJustification(�, fck j k < ig, f g)

o�u ck est la contrainte mise en place �a l'occasion de l'a�ectation d'une valeur �a la variable vk. La
premi�ere proposition est donc plus pr�ecise car la deuxi�eme est trop g�en�erale dans sa justi�cation.

L'algorithme dynamic backtracking ne se charge pas simplement d'identi�er des nogoods, il les
utilise pour permettre une m�ethode de backtrack e�cace lors de la recherche de solution. Pour
cela, l'algorithme utilise les nogoods a�n de d�eterminer le prochain point de backtrack. Il ne s'agit
pas d'un vrai backtrack puisque les d�eductions e�ectu�ees apr�es le point de backtrack ne sont pas
d�efaites. Cela s'apparente beaucoup plus �a une relaxation de contrainte. Cette identi�cation de
point de backtrack est sommaire 10 dans dynamic backtracking . Nous, nous pouvons utiliser notre
m�ecanisme d'identi�cation de contrainte �a relaxer pour d�eterminer ce point de backtrack.

5.2.2 Application �a nogood recording

Nogood recording [Schiex et Verfaillie, 1994] est un algorithme de recherche de solution utilisant
des nogoods identi��es au cours de la recherche pour couper l'arbre d'exploration des recherches
ult�erieures.

Un nogood est identi��e lors d'un �echec, il est compos�e d'une a�ectation partielle (les variables
d�ej�a instanci�ees) et de la premi�ere contrainte (c) mise en �echec par l'a�ectation partielle courante.
Cela correspond �a l'enregistrement ajouteJustification(�, fcg [ fci j vi 2 V1g, f g) o�u � est
une contradiction, V1 l'ensemble des variables instanci�ees et ci la contrainte d'a�ectation associ�ee
�a vi.

En utilisant ce type d'enregistrements, on peut donc simuler le fonctionnement de nogood re-

cording dans notre syst�eme.

10: Sommaire dans le sens relaxation de contraintes, mais amplement su�sante pour le backtrack intelligent !



5.2.3 Constat

Notre syst�eme se di��erencie des algorithmes nogood recording et dynamic backtracking dans
l'utilisation du troisi�eme param�etre de la fonction ajouteJustification, la partie ((d�eductions pr�e-
c�edentes )) de la justi�cation. En e�et, aucune des simulations que nous avons e�ectu�ees n'utilisait
ce troisi�eme param�etre.

C'est d'ailleurs ce troisi�eme param�etre qui permet la collecte du plus grand nombre d'informa-
tions utilis�ees pour la d�etermination des contraintes �a relaxer.

6 Conclusion et travaux futurs

Cet article propose une vision uniforme des csp (on ne distingue plus contraintes explicites et
contraintes implicites) qui nous permet de construire un syst�eme de maintien de d�eductions. Ce
syst�eme apparâ�t comme un outil indispensable pour la relaxation de contraintes, puisqu'il permet
�a la fois d'identi�er et de supprimer e�cacement une (ou des) contrainte(s) dans un probl�eme
sur-contraint.

Nous r�ealisons actuellement une impl�ementation en taille r�eelle de notre syst�eme de relaxation
de contraintes. Parall�element, quatre axes de recherche sont envisag�es :

� �Etudier plus avant les apports de la contraintes oneof dans le cas de l'�enum�eration d'un csp,

� �Etudier l'in
uence des divers param�etres dans notre impl�ementation pour d�egager des prin-
cipes g�en�eraux sur l'utilisation de tels syst�emes,

� Proposer une s�emantique de la relaxation de contraintes a�n d'assurer une compatibilit�e de
notre approche en programmation en logique,

� Proposer une repr�esentation atms du probl�eme de la relaxation de contraintes �a la mani�ere
de de Kleer [1989].
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